
1/11

事実Ａ. ３次以下の多項式 p(x) が p(1) = 0, p′(2) = 0

をみたすならば

p(x) = α(x − 1)(x − 2)2 + β(x − 1)(x − 3)

(α, β ∈ R) と表せる.

この事実は 線形代数的 な事実であり, 証明は 線形代数 となる.

線形代数の用語は 青 にする.

用語の意味を確認しながら “読み進む”こと.

P1 = (x − 1)(x − 2)2 = x3 − 5x2 + 8x − 4

P2 = (x − 1)(x − 3) = x2 − 4x + 3

とおく.
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事実Ａ. ３次以下の多項式 p(x) が p(1) = 0, p′(2) = 0

をみたすならば

p(x) = α(x − 1)(x − 2)2 + β(x − 1)(x − 3)

(α, β ∈ R) と表せる.

R[x]3 = {３次以下の多項式 }
= {α3x

3 + α2x
2 + α1x + α0 |各 αi ∈ R}

とする. 　
R[x]3 は ４次元 の 線形空間 で, {x3, x2, x, 1} が 基底 となる.

P1 = (x − 1)(x − 2)2, P2 = (x − 1)(x − 3) ∈ R[x]3



3/11

事実Ａ. ３次以下の多項式 p(x) が p(1) = 0, p′(2) = 0

をみたすならば

p(x) = α(x − 1)(x − 2)2 + β(x − 1)(x − 3)

(α, β ∈ R) と表せる.

写像　 L : R[x]3 → R2

f(x) 7→ L(f(x)) = ( f(1), f ′(2) )

は 線形写像 となる. 　 f(x)を f と省略すると

L(f + g) = L(f) + L(g)

　 ( (f + g)(1), (f + g)′(2) ) = (f(1), f ′(2)) + (g(1), g′(2))

L(αf) = αL(f) ( (αf)(1), (αf)′(2)) = α(f(1), f ′(2))
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事実Ａ. ３次以下の多項式 p(x) が p(1) = 0, p′(2) = 0

をみたすならば

p(x) = α(x − 1)(x − 2)2 + β(x − 1)(x − 3)

(α, β ∈ R) と表せる.

写像　 L : R[x]3 → R2

f(x) 7→ L(f(x)) = ( f(1), f ′(2) )

は 線形写像 となる.

今 知りたいのは Lの核

Ker L = { p(x) ∈ R[x]3 |L(p(x)) = 0⃗ }

に他ならない.
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L(f(x)) = ( f(1), f ′(2) )

線形写像 L : R[x]3 → R2 　について考える.

Ker L ∋ P1 = (x − 1)(x − 2)2, P2 = (x − 1)(x − 3).

　つまり L(P1) = 0⃗, L(P2) = 0⃗

また, Lは 全射 ( Im L = R2) である.

証明： q1 = x, q2 = x2 ∈ R[x]3 とする.

L(q1) = (q1(1), q
′
1(2)) = (1, 1),

L(q2) = (q2(1), q
′
2(2)) = (1, 4),

なので (1, 1), (1, 4) ∈ Im L.

この２つは R2 を 生成する ので Im L = R2. □

dim Im L = 2.
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Ker Lについて考える.

核 Ker と 像 Im の 次元の公式

　　　線形写像 f : V → W に対して
　　　 dimKer f + dim Im f = dimV

を L : R[x]3 → R2 に適用して

dimKer L = dimR[x]3 − dim Im L = 4 − 2 = 2.

よって, Ker L は R[x]3 の中の ２次元 の 部分空間.
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dimKer L = 2.

Ker L ∋
P1 = (x − 1)(x − 2)2

P2 = (x − 1)(x − 3)
.

P1 と P2 は １次独立.

証明：c1P1 + c2P2 = 0とおく. つまり

c1(x − 1)(x − 2)2 + c2(x − 1)(x − 3) = 0.

３次の係数から c1 = 0. 次に x = 0を代入して 3c2 = 0. □

ここで

定理. n次元線形空間 の中の, n個の（つまり次元と同数の）
　　　ベクトルは, １次独立 ならば 基底 になる.　　　　　　

により, {P1, P2} は Ker L の基底となる.
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特に, Ker L を 生成する. Ker L =< P1, P2 >. つまり

Ker Lに属す任意の元 p(x) は P1 と P2 の １次結合.

この文章の意味は

事実Ａ. ３次以下の多項式 p(x) が p(1) = 0, p′(2) = 0

をみたすならば

p(x) = α(x − 1)(x − 2)2 + β(x − 1)(x − 3)

(α, β ∈ R) と表せる.

に他ならない. 証明終
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事実 B. C∞ 級の関数 y = y(x) について 微分方程式　
y′′ − 4y′ + 5y = 0　の解は

y(x) = αe2x cosx + βe2x sinx

(α, β ∈ R) と表せる.

線形微分方程式 に関する この事実も 線形代数的 な事実である.

C∞(R)でC∞ 級（無限回微分可能）の１変数関数のなす線形空間
（無限次元）を表すとする.

D : C∞(R) → C∞(R) を “微分” を表す線形写像とすれば

D(f + g) = D(f) + D(g) ⇔ (f + g)′ = f ′ + g′

D(αf) = αD(f) ⇔ (αf)′ = αf ′
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D : C∞(R) → C∞(R) は “微分” を表す線形写像

　　
D(x2) = 2x

D(e2x) = 2e2x

D= d

dx

x2

2x

e2x

0 0

2e2x

x2

C∞(R)C∞(R)

　

「微分方程式 y′′ − 4y′ + 5y = 0 を解く」こと　は,

「線形写像
(D2 − 4D + 5) : C∞(R) → C∞(R)

y 7→ y′′ − 4y′ + 5y　　
の 核 Z = Ker (D2 − 4D + 5) を求める」こと

に対応する.　
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事実Ｂ は, C∞(R)内で 核 Z = Ker (D2 − 4D + 5) が

{ e2x cosx, e2x sinx }

を 基底 とする ２次元 の 部分空間 であることを示している.

0 0Z

D2
−4D+5

e2xcos x

e2xsin x

C∞(R)C∞(R)

x2

e2x

２階の 線形微分方程式の解の集合 は ２次元の線形空間になる,

という覚え方もできる. ここまで　


